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課題 1 (モーメント 母関数) (1) モーメント 母関数は次のようになる ：

E[etX] =

∫ ∞

0

etxλe−λx dx

= λ

∫ ∞

0

e(t−λ)x dx

ここで， t/λ < 1 と仮定する． この時， t − λ < 0 ⇐⇒ t < λであることにも注意せ
よ． この仮定のもとでは， 上記の積分を次のように計算していく ことができる ：

E[etX] = λ

[
1

t − λ
e(t−λ)x

]

=
λ

λ − t

=
1

1 − t
λ

=

∞∑

k=0

(
t

λ

)k

(1)

一方， モーメント 母関数と各モーメント との間の関係は

E[etX] =

∞∑

k=0

tk

k!
E[Xk]

となるので， この式と (1)の各 tk の係数は等しいという ことから ，

E[Xk] = k!λ−k.

となることが分かる．

(2) 確率変数 (X, Y)に対する同時確率密度関数は f (x) f (y)で与えられる． 次の変数変換
を施す：


u =

x + y

2
v = y

⇐⇒


x = 2u − v

y = v

この変数変換の Jacobi行列は次のようになる ：

∂(x, y)

∂(u, v)
=


2 −1

0 1



この時， Jacobi行列の行列式 (Jacobian)は 2 となる． よって， 確率変数 (U, V)の同
時確率密度関数は 2 f (2u − v) f (v) となる． また， 確率密度関数が非ゼロになる集合
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の閉包 (台 (support) と呼ぶ) {(x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ≥ 0} は， 上記変数変換によって，
{(u, v) ∈ R2 | u ≥ 0, 0 ≤ v ≤ 2u}に写される (図 1参照)．

このことから ， 確率変数Uの密度関数 gは以下のようになる： 任意の u ≥ 0に対して，

g(u) =

∫ 2u

0

2 f (2u − v) f (v) dv

= 2λ2

∫ 2u

0

e−λ(2u−v)e−λv dv

= 4uλ2e−2uλ.

上記の変数 vに関する積分において， 積分区間が 0から 2uになっているが， 周辺確
率密度の定義から ， 図 1の赤線に沿って， −∞から ∞まで vで積分しなければなら
ないのだが， その中で， 被積分関数となる密度関数は 0から 2uの間だけで非ゼロに
なり ， その他の部分ではゼロになっているので， その部分では積分する必要がない．
ゆえに積分区間が 0から 2uになっているという ことに注意せよ．

また， g(u) = 0 for u < 0である．

以上まとめると ， 確率変数 U の密度関数 gは次のようになる：

g(u) =


4uλ2e−2uλ for u ≥ 0,

0 for u < 0.

O x

y

O u

v

2u

図 1: xy平面における密度関数の台と uv平面における密度関数の台（ グレー部分） ． ただ
し無限に伸びている部分は適当にカッ ト してある．

課題 2 (2項分布・ 中心極限定理)

(1) 確率変数 X の密度関数 g(x̄)は次のようになる ：

x̄ 0
1

3

2

3
0

f (x̄) q3 3pq2 3p2q p3

ここで， q := 1 − pである．

(2) 平均は p.

分散は
p(1 − p)

3
.
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(3)

g(x̄) = nCk pkqn−k for x̄ =
k

n
(k = 0, 1, . . . , n).

(4) 二項分布 Bin(n, p)の平均 µBin と分散 σ2
Bin
に関して， 次の式は証明されているもの

として， 話を進める．

µBin :=

n∑

k=0

knCk pkqn−k = np, (2)

σ2
Bin = EBin[X2] − µBin = npq. (3)

ここで， EBin[X2]は二項分布 Bin(n, p)の 2次モーメント である． 上記 2式の証明に
ついては， 例えば， 参考文献 [1]の pp.71–72 を参照せよ．

Xの平均 µは， 次のよう になる：

µ =

n∑

k=0

k

n
nCk pkqn−k

=
1

n

n∑

k=0

knCk pkqn−k

=
1

n
np (ここで， (2)を使った)

= p . (4)

Xの分散 σ2は

σ2 = E[X
2
] − µ2 (5)

である． ここで， E[X
2
]は Xの 2次モーメント である．

今， 次が成り 立つことに注意する ：

E[X
2
] =

n∑

k=0

(
k

n

)2

nCk pkqn−k

= n−2
n∑

k=0

k2
nCk pkqn−k

= n−2EBin[X2]

= n−2
(
npq + (np)2

)
(ここで， (2)と (3)を使った)

=
pq

n
+ p2 (6)

式 (4), (5), (6)より ，

σ2 =
pq

n
+ p2 − p2 =

pq

n
.

(5) 中心極限定理より ， nが大きくなるにつれて， Xの密度関数g(x̄)は， 正規分布N(p, p(1−

p)/n)に近かづく ．

確率変数 Y = nXは二項分布 Bin(n, p)に従う ．

正規分布 N(p, p(1 − p)/n)に従う確率変数を U とすれば， 二項分布 Bin(n, p)は， n

が大きく なるにつれて， 確率変数 V = nU が従う正規分布 N(np, np(1 − p)) に近づ
く ． (参考文献 [1] p.83図 4-6参照)
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課題 3 (Poisson分布) この市で 1日に交通事故が起こる件数は Poisson分布に従う とする
と ， この市で 1日 5件以上の交通事故が起こる確率は， µ = 1.5として，

∞∑

k=5

µk

k!
e−µ = 1 −

4∑

k=0

µk

k!
e−µ ≈ 0.0186

となる． よって， この市で 1日 5件以上の交通事故が起こるのは約 1/0.0186 ≈ 54 日に 1

度である．

課題 4 (正規分布) 魚の大きさ Xcmは平均 26cm,標準偏差 8cmの正規分布に従っているの
で， 変数変換：

Y =
X − µ

σ
⇐⇒ X = σY + µ

による確率変数 Y は正規分布 N(0, 1)に従う ． 簡単な計算により ，

x > 40 ⇐⇒ y >
7

4
= 1.75

となる． 正規分布表から P(y > 1.75) ≈ 0.0401 となるので， 大きさが 40cm を越えている
確率は 0.0401 なる．
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