
非線形問題のうち，完全解が知られているものはごく

わずかである．ソリトンと呼ばれる孤立波は極めて安定

した「構造」であって，粒子のように衝突しても形を変

えずに伝播する特性をもつ．１次元［１］の非線形 Schröd-

inger 方程式はそれら可積分系のうちの一つであり，

Zakharov と Shabat［２］によって Lax 対が見つけられ，

我々は完全に現象を理解（記述）することができるよう

になった．

ここでは「渦ソリトン」（Vortex soliton）と呼ばれる多

次元のソリトン解について議論する［３］．渦ソリトンは

暗いソリトン（dark soliton）の一種であり，暗いソリト

ンは無限遠方でも有限の振幅をもつため，物理的な系で

は場が局在化されていなければならないという要請か

ら，明るいソリトンとは対照的に今まで注意を払われて

こなかった．しかし非線形光学分野において，局在化さ

れた背景場に重ね合わせることによって暗いソリトンを

簡単に作れることが示され［４］，また超流動分野では，超

流動ヘリウムが量子化された角運動量をもつことが実験

的に観測されており，近年非線形 Schrödinger 方程式の

研究が盛んに行われている［５，６］．

Ｂ．１ 定式化
非線形 Schrödinger 方程式が現れる一つの例として，

電子－陽電子プラズマにおける電磁波を考える［７］．支

配方程式は相対論的流体方程式，およびMaxwell 方程式

である．空間スケールをスキン長，時間スケールをプラ

ズマ振動数で規格化すると，これらはCoulombゲージで

次のように表される．
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ただし，添字の±は電子（－）および陽電子（＋），��

��������
���は Lorentz 因子，���������������
�����は相対論的圧力に因る実効質量密度を表す（��

は変形Bessel 関数）．

非磁化プラズマにおける円偏向電磁波

���
�
�
��������	�����
���	
����

���������,

（６）

の伝播を考え，包絡波に対して�
���とする．線形波

動は背景プラズマの相対論的温度を反映し，また電子，

陽電子が同質量であることから

�������
�
��
��
� （７）

なる分散関係をもつ．ここで������は，先にも述べたよ

うに相対論的温度による実効質量密度の増加を表すパラ

メータである（��は常に１より大きく，��～1MeVで

��）．添字の０は無限遠方における値を示し，また物

理的な直感のために分散関係式だけは次元を陽にもつ形

で記した．プラズマが光に対して透明である（���）と

仮定すると，最終的に次の非線形 Schrödinger 方程式を

得る．

��		��
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�
��

�	�
���	��
�
�	���. （８）

ただし，��は群速度��に関するLorentz 因子を表し，非

線形項 ����は

������ �

�

��
��
�

�� �
���
�� � （９）

である．

Ｂ．２ 定常解
非線形 Schrödinger 方程式（８）において，振幅が小さ

いとして非線形項を展開し，１次元解を探すことにする

と，方程式は

�
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となる．非線形項と分散を表す線形項が反対の符号を

もったこの方程式は暗いソリトン解をもつことが知られ

ている．Zakharov と Shabat によって逆散乱法で解ける

ことが示されており［２］，単一ソリトン解は

	����	������	��
���������	

�	

�
�
	, （１１）

と表される．ただし，

��
	���
�	�	�, （１２）

であり，
，�は包絡波の振幅があらゆるところで有限な

値をもつソリトンを表すために導入されたパラメータで

ある．そのようなソリトン解は，振幅がある点で零にな

る「黒い」ソリトン解（���）と比して，「灰色の」ソリ

トン解と呼ばれる．

振幅に関する近似を行わずに２次元解を探すと，その

時点で可積分性は破られ，解析的な解を探すことすら困

難になる．ところが，定常解を探すために

	�	����	
����
��	�, （１３）

とおくと非線形のシューティングを行うことで容易に数

値解を求めることができる．ただし 	�は実数とし，以下

では簡単のため	�	������としてベクトルポテンシャ

ルを再規格化しておく．また（１３）式は「黒い」ソリトン

解しか表現しないことを述べておく．このとき	�の満た

す常微分方程式は
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���
	�����	���
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であり，ポテンシャル��	��は

��	��������	�
�
��
	�

�� 
 （１５）

と表される（Fig. 1）．ポテンシャル中の単一粒子に関す

るNewton 方程式とのアナロジーを考えると，	�を粒子

の位置，�を時間と見ることができる．（１４）式右辺は，

第１項を時間（�）に依存する摩擦，第２項は外力駆動と

考えることができる．どちらも円柱座標を用いたことに
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よって生じた項である．時刻���において����から打

ち上げられた粒子は，摩擦を感じながらポテンシャルを

上っていき，時刻���でちょうどポテンシャルの山に

静止する．これが「黒い」ソリトン解である．��１，２，３

の解をFig. 2 に示す．外力駆動項が��に比例するため，

���近傍では �����の振る舞いをするが，最終的に静

止するポテンシャルのピークは�に依存しないため，ソ

リトン解の振幅 ����は共通である．

����の解は場に角運動量

����
�
������������	���
	�	�
��. （１６）

をもち，渦ソリトンと呼ばれる．この角運動量��は非線

形 Schrödinger 方程式（８）の保存量であり，電磁場の軌

道角運動量�������������
�と定数倍を除いて等
しい．渦ソリトンが運ぶ角運動量はもう一つの保存量

�����������を用いて
����� （１７）

と表され，�は topological charge と呼ばれる．����

が成り立つときには，（１４）から ��は原点で必ず零にな

らねばならない．角運動量の中心は topological defect

と呼ばれ，ベクトルポテンシャル ��の零点と同一視さ

れる．

Ｂ．３ 流体方程式とのアナロジー
非線形Schrödinger方程式は，Madelung変換と呼ばれ

る変数変換を行うことにより，流体方程式に酷似した実

変数の偏微分方程式系に書き直すことができる．この変

換は複素数を２つの実数を用いて極表示するものであ

り，

��� � �����
 （１８）

とする．ここで，�，�は実数変数である．このとき，非

線形 Schrödinger 方程式は

����	���	�
��, （１９）

����
�
�
�	����
���
�

� �
��

（２０）

と２本の連立偏微分方程式系に書き換えることができ

る．ここでポテンシャル流を考えて��	�とすれば，

（１９）は質量の連続の式，（２０）はその勾配が運動方程式を

与えると見ることができる．

（２０）式右辺第１項の ���
は非線形性からくる項で，

中性流体に読み換えると密度の関数としての通常の圧力

を表すことがわかる．第２項は量子圧力（quantum pres-

sure）と呼ばれる項で，通常の中性流体には存在しない．

前節でも述べたように，topological defect においてはベ

クトルポテンシャルが零にならなければならないため，

質量�は渦の中心で零になる．したがって量子圧力項は

渦中心で特異である．この特異性は渦度の特異性と釣り

合っており，実際（１３）で導入された����なるポテン

シャルは，流体力学で古くから研究されてきた渦糸を与

えるポテンシャルである［８］．渦糸が２本置かれたとき，

それらは互いに相手が作る流れ場に乗って運動する．同

じ強さの２つの渦糸であれば，渦の極性が同じとき２つ

の中点を中心として互いに回転し，また反対のときは渦

糸を結ぶ線分の垂直２等分線に平行に移動する．

中性流体ではKelvin の循環定理（circulation theorem）

Fig. 2 Vortex soliton solution withm = 1 － 3 for�= 1.Fig. 1 Shooting potential for�= 1.
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が存在し，流体とともに動く閉じた経路に沿った流れの

線積分値は不変である．すなわち，

�

��
�������. （２１）

渦ソリトン解（１３）に関しては����と取っているから，

Kelvin の循環定理はここでは topological charge �の

保存を意味する．すなわち，角運動量の保存である．こ

の流体方程式には散逸がないため，渦ソリトンの対生成

等で角運動量が一度作られれば，Kelvin の循環定理が成

り立つ限り渦ソリトンは壊れない．

Ｂ．４ 渦ソリトンの対生成，渦糸の再結合問題
さて，では渦ソリトンは対生成されうるか？ 非線形

Schrödinger 方程式は保存系の方程式であり，Hamilton

系の力学形式に従う．保存系ではエネルギーや運動量な

どの保存量が存在するため，散逸系のようにエネルギー

の低い（より安定な）状態への，トポロジーの変化を伴

う緩和現象は起こり得ない．よく知られているように流

体プラズマでも，磁力線の再結合には電気抵抗や電子慣

性など非理想効果の存在が不可欠である［９］．そのよう

な散逸を伴わない系のトポロジーの変化は，（８）のよう

な２次元の系では対生成，および消滅，３次元の系では

再結合という現象として捉えられる．

Koplik［１０］は３次元矩形領域において非線形

Schrödinger 方程式の数値シミュレーションを行い，２

本の渦糸が再結合してトポロジーが変化することを数値

的に解析した．この計算によれば渦糸はまず互いに反平

行になろうとし，渦度の向きが１８０°になったところで互

いに近づいて再結合する．ところが，渦糸が近づくに連

れて空間構造が無限に細かくなるが，数値計算ではメッ

シュのサイズが有限になってしまうために数値的な散逸

を伴い，近づいてきた渦糸の運動を正確に追跡すること

は非常に困難である．

また前節で述べたKelvinの循環定理については，３次

元における再結合の問題に関連してIvonin［１１］が議論を

試みている．反平行に並んだ２本の渦糸は互いに相手が

作る速度場に乗って運動するが，その速度は渦糸間の距

離に反比例する．あるしきい値以上に近づいた渦糸の速

度は音速を超え，Cherenkov 放射をしながらエネルギー

を失って更に近づく．その際に渦糸を囲んでいた閉曲線

は，最近接点の中点を通る一本を除いて渦糸に沿って無

限遠方へ向かって走り去ってしまい，そしてその一本は

再結合の瞬間に特異点が曲線の上に乗るので循環定理が

破れてもよい，というものである．

いずれにせよ，散逸ではなく分散効果でトポロジーの

変化を誘起することができるか，というのは非常に興味

深い問題である．可積分な１次元の非線形 Schrödinger

方程式では決して起こり得ない現象であり，数学的には

未解決の問題である．
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