
流れのないMHDプラズマの線形安定性に関しても，

多次元問題などまだまだ残された課題は多いが，生成作

用素がエルミート（自己随伴）であるため von Neumann

のスペクトル分解定理が適用できる［１］．したがって基

本的には固有値問題を解けばよいということがわかって

おり，得られた固有値を全て集めれば一般的な系の線形

運動は記述される．例えば状態ベクトル�に関する時間

発展方程式がエルミート作用素（Hermitian operator）�
によって

�
�

����� （１）

と与えられたとき，������とおきかえた固有値問題

������� （２）

の解をすべて集めてくれば一般解が構築できるのであ

る．したがってこの系の線形安定性は，��が負になる２

乗可積分な固有モードが存在するか否かという問題に帰

着する．固有モードは全て直交した独立なものであるた

め，もし異なる固有モード間で周波数が縮退していたと

しても問題は起きない．

ところが流れのあるプラズマでは，生成作用素がエル

ミートでなくなり，一挙に問題の難しさが増す．我々が

取り扱う問題は偏微分方程式であり，無限次元の問題で

あるが，完成された理論をもつ線形代数とのアナロジー

で議論するとわかりやすい．まず Schrödinger タイプの

方程式

������� （３）

を考える．ここで�は�次元ベクトル，�は���行列
である．行列作用素に関するスペクトル理論は完成して

おり，Fig. 1 のように分類がなされている．これらのう

ち，半単純（semi-simple）行列までは固有値分解が完全
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であるため，安定性は固有値問題

����� （４）

を解いて�個の独立な固有ベクトルを求めることで判

定できる．もし同一の周波数に縮退した２つの固有ベク

トルがあったとしても，行列が対角化できるため，解は

������
���

�

����������������� （５）

のように�個の指数的な時間発展の和で表される．とこ

ろが�がJordan行列であった場合，周波数縮退はJordan
細胞を生み，モード間の除去できない相互作用を伴う．

モード間の相互作用は
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のように一つずつのカップリングの形で計算され，（３）

の時間発展は

����������������������

といった因子を含むことがわかる．したがって，もした

とえすべての固有値�が実数であったとしても，不安定

性（非有界な振動の増幅）が存在する．振幅の代数的な

成長（因子��）を“secularity”と呼ぶ．

B．１ 定式化
ここではKelvin-Helmholtz 不安定性［２‐４］を記述する

Rayleigh 方程式に周波数縮退が存在することを示し，そ

の挙動について［２］議論する．中性流体に関するEuler

方程式

��������	����	� （７）

をとり，２次元の非圧縮流れについて考える．線形化し

て（７）の回転をとれば，�成分は渦度に関する時間発展

方程式を与える．平衡流としてデカルト座標（�
�）に

おいて

������������� （８）

をとると，Rayleigh 方程式［２］

�����	������	������ （９）

を得る．ただしここで�は摂動渦度の�成分であり， 

は�微分，������は

�� 
������
��

��

����	�
�	�		, （１０）

����	���
�	���	�


	
（１１）

である．�方向の波数	は良い量子数となる．以下では，

����を����とは独立な，ある実関数���で置き換え

ることによって（９）を一般化して考える．つまり	���

として，

�����	������	����� （１２）

を考える．��������となるときが物理的なRayleigh

方程式（９）を表す．境界条件は����で���であ

る．

B．２ 作用素の性質
B．２．１ 対流

ここで，（１２）式中で�����と仮定し，連続な実関数

����について

�����	����� （１３）

を考える．（１３）の生成作用素の形式的な固有値と対応す

る固有関数は，

���	�����

（すなわち�����������）とおくことで

Fig. 1 Classification of finite dimension operators from the view
-point of spectral theory.
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�������， ��������， （１４）

と表される．ここで，�は任意の実数，�はDirac のデル

タ関数である．したがって作用素�����のスペクトルは

連続であり，対応する固有関数は特異である．

B．２．２ 表面波モデル

（１２）式右辺第２項の関数����について，これを連続

関数として計算を進めることは困難であるため，表面波

モデルを導入する．������とし，����を

������
���

�

��������� （１５）

とおいて作用素の離散化を行う．ここで導入した表面波

（デルタ関数）は，もともとの物理量に戻ると，文献［２］

で用いられている区分的線形なプロファイルにおける

������に相当する．

ここでは���として

��������������������� （１６）

を考える．固有値問題は

�������
�

�
���������������
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��������������（１７）

である．固有値と対応する固有関数はそれぞれ

��	
�

�
�������� , （１８）

および

�������������	 ��������� �����������（１９）
と求められる．

ここで離散化された作用素������を行列で表すこと
を考える．基底ベクトルを������と������にとる

と，作用素������は形式的に

�����

�

�

��

�����
������

�
� � （２０）

と表すことができる．�����によるDoppler シフトを対

角成分に加えると，

������������
	
��

�����

�����
������

��������
� 	（２１）

となり，この行列の固有値はKelvin-Helmholtz 不安定性

を与える．ここで	はDoppler シフトの大きさを表し，

��	��とした．

B．３ 冪零と共鳴
さて，速度プロファイルを

�����

�
��
��

	��������

	 �����
（２２）

と与え，辻褄が合うように�����������と取ろう

（Fig. 2）．

このプロファイルは���にデルタ関数で表される表

面波成分��������	���������を伴う．����に反対

向きの������を置けば����での速度が一定になり，こ

れは文献［２］で扱われているKelvin-Helmholtz 不安定性

を与える速度プロファイルである［成長率は（２１）の行列

の固有値で与えられる］．

固有値方程式は

�����������

�����������
	

��
�������

��

�

��������������

であるが，この系には２種類の固有関数が存在する．一

つは表面波に相当する点スペクトルであり，固有値は

����	�
	

��
, （２３）

対応する固有関数は

��������� （２４）

Fig. 2 Piece-wise linear velocity profile.
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である．もう一つは流れによる連続スペクトルであり，

固有値と対応する固有関数はそれぞれ

�����
�
�， （２５）

および

����������
��������

���������
������ （２６）

である．ここで注意しなければならないのは

�������������になることである．なぜなら����

のとき，固有関数（２６）の第２項が発散し，連続スペクト

ルに属する固有関数は点スペクトルに対応する固有関数

（２４）に縮退するからである．同時に固有値（２５）も点スペ

クトルのもの（２３）に縮退する：

������. （２７）

したがってこれらだけでは�������の自由度が失われ

てしまい，完全解が得られたとは言えない．Jordan 行列

の場合と同じように，縮退した周波数スペクトルに隠れ

た自由度（広義固有関数）が存在するのである．

作用素�の広義固有関数として発見的に

���������� （２８）

と取ってみると，

�������������
����������, （２９）

�����������. （３０）

（２８）が確かに広義固有関数になっていることがわかる．

形式的に��に点スペクトルの自由度を与え，初期値を

��に取って時間発展を追ってみよう．渦度�を��と

��に分けて

��������
���

�

���������� （３１）

とし，これを発展方程式（９）に代入すると

���
��
��	�����	
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��, （３２）

���
��
��	����. （３３）

したがって解は

������	
�

�� ��
������������� ���	���, （３４）

�������������	��� （３５）

と求められる．表面波��は���	���にしたがって secular

に成長する．

B．４ プロパゲータの表現
前節での形式的な計算を数学的に定式化しよう．ヒル

ベルト空間を

��������� （３６）

として，�の要素を

��
����

	�����
� ��������������������	�����（３７）

と書くことにする．このとき２種類の固有関数は，

����も含めて次のように書ける．

������
�
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，���
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�����
�
�，�
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����������
� � （３９）

ただし

�����
�
��
��

� （�������）

� （��������）
（４０）

��������������� （４１）

である．

線形代数理論とのアナロジーから，変換行列

����������������
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 �� （４２）

によって生成作用素は標準形

�－1�����
�

��������
��

� � （４３）

に変形され，プロパゲータは
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�����＝�������
－1������
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と表現される．ただし，

����������������������������������
�����

�
�������������������������（４５）

である．このプロパゲータを用いて，任意の初期値

������（��）に関する初期値問題が解ける：

������������������. （４６）
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